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1 Komplexe Funktionen einer komplexen Variablen

1.1 Schreibweise

w=f(2)

Die Funktion f ordnet der komplexen Zahl z=x+1iy die komplexe Zahl w=u+iv zu.
Der Definitionsbereich von fist also eine Teilmenge von C. Der Wertebereich ist ebenfalls
C. C ist die zweidimensionale Gauf3sche Zahlenebene.

1.2 Problem der Darstellung

Erinnerung an reellwertige Funktionen reeller Variablen y = f(x):

y

(x, y)

T | -

Darstellung im Reellen

Die Zuordnung kann punktweise in R XR dargestellt werden. Das entsprechende Verfah-
ren fiir komplexwertige Funktionen komplexer Variablen briauchte einen vierdimensiona-
len Raum CXxC. Auf dem Papier miissen wir Definitionsbereich (Urbildebene, z-Ebene)
und Wertebereich (Bildebene, w-Ebene) getrennt darstellen:

y z-Ebene % w-Ebene

A /w =f) A y
e,

X U

Abbildung im Komplexen
Die Funktion w = f(z) vermittelt eine Abbildung der z-Ebene in die w-Ebene.

1.3 Beispiele

1.3.1 Translation
w=f(z)=z+b; b=r+is
Mit der reellen Schreibweise z= x+1iy und w =u+1iv ergibt sich:
W=u+iv=x+iy+r+is=x+r+i(y+s)

Trennung in Real- und Imaginirteil ergibt:
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u=x+r
v=y+s

Die Abbildung ist somit eine Translation mit dem Translationsvektor:

o

Die Abbildung hat keinen Fixpunkt.

G)._G)
—
O._O
—A
Translation

1.3.2 Zentrische Streckung
w=f(z)=az; a€eR
Mit der reellen Schreibweise z=x+1iy und w =u+1iv ergibt sich:
u+iv =a(x+iy) = ax +iay
Trennung in Real- und Imaginirteil ergibt:
u=ax
v=ay

Die Abbildung ist also eine zentrische Streckung vom Ursprung aus mit dem Streckungs-
faktor a .

A

Zentrische Streckung vom Ursprung aus

-
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1.3.3 Drehung
w=f(z)=az; aeC; |d=1

In diesem Beispiel sei a € C, aber |q| =1, das heiBt a = cos(¢)+isin(¢). Mit der reellen
Schreibweise z=x+1y und w =u+iv ergibt sich:

w = u+iv = (cos(¢) +isin(¢))(x +1iy) = xcos(¢) + iy cos(¢) + ixsin(¢) - y sin(¢)
Trennung in Real- und Imaginérteil ergibt:
u = xcos(¢)— ysin(¢)
v = xsin(¢)+ ycos(¢)
Die Abbildung ist eine Drehung um den Ursprung mit dem Drehwinkel ¢ =arg(a).

Drehung um den Ursprung

1.3.4 Drehstreckung
w=f(2)=az

Nun sei a €C beliebig, also a:|a|(cos(¢)+isin(¢)):|a|ei¢. Die Abbildung ist eine
Drehstreckung mit dem Zentrum im Ursprung, dem Streckungsfaktor |a| und dem Dreh-
winkel ¢ =arga.

©)

/@

Drehstreckung mit Zentrum im Ursprung
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1.3.5 Allgemeine lineare Funktion
w=f(z)=az+b; abeC

Dies ist die allgemeine lineare Abbildung; das reelle Analogon y = f(x) =mx +q liefert
eine Gerade. Welche Abbildung liegt im Komplexen vor? Wir berechnen zunéchst die
Fixpunkte. Die Fixpunktbedingung w = z liefert z = az+ b und damit den Fixpunkt:

b
Z =
1-a
Durch die Koordinatentransformation
N b . b
I1=7——— , W=w———
1-a l1—-a

werden je die Urspriinge in den Fixpunkt verschoben. Wegen

ist

l-a 1l-a l-a
also w=az. Die Abbildung w = f(z)=az+b ist somit eine Drehstreckung mit dem

Zentrum 1L, dem Streckungsfaktor |a| und dem Drehwinkel ¢ =arg(a).

— -

Drehstreckung allgemein

1.3.6 Quadratfunktion
w=f(2)=2"
In der reellen Schreibweise ergibt sich:
u+iv :(x+iy)2 = x? +2ixy— y?
Trennung in Real- und Imaginérteil ergibt:
u=x’- y2
v=2xy
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Wir berechnen nun die Bilder der achsenparallelen Geraden der z-Ebene, also die Bilder
des ,,Karo-Netzes* in der z-Ebene. Fiir die senkrechten Geraden x =const.=c erhalten
wir

u=c?- y2

v=2cy
Aus der zweiten Gleichung folgt y = ZL’ und durch Einsetzen in die erste Gleichung er-
C

gibt sich:

) 2
u=c"——=

2
4c
Dies ist die Gleichung einer liegenden, nach links offenen Parabel.

Ay z-Ebene A w-Ebene

~

X /
d

Bild einer senkrechten Geraden

Wir zeigen nun, dass diese Parabel den Brennpunkt im Ursprung hat. Die vom Brenn-
punkt ausgehenden Strahlen werden von der Parabel so reflektiert, dass die ausfallenden
Strahlen parallel zur (negativen) u-Achse verlaufen (Prinzip des Scheinwerfers).

Reflexion der vom Brennpunkt auslaufenden Strahlen

Um zu zeigen, dass der Ursprung der Brennpunkt ist, geniigt es, zu zeigen, dass die vom
Ursprung ausgehenden senkrechten Strahlen (d.h. #=0) von der Parabel rechtwinklig
reflektiert werden. Dazu wiederum muss gezeigt werden, dass die Parabel die v-Achse

unter einem Winkel von g schneidet. Fiir den Schnittpunkt der v-Achse mit der Parabel
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erhalten wir aus u=0:

2 Vz
O0=c"— —
4c
4c4 = v2
v = i2c2
Weiter ist
du  2v
dv  4c2
also

—(iZcz):il

Damit schneidet die Parabel die v-Achse unter Winkeln von ig, und der Ursprung ist ihr

Brennpunkt. Die Schar paralleler Geraden x = const.= ¢ wird auf eine Schar von Parabeln
mit gemeinsamem Brennpunkt im Ursprung abgebildet. Parabeln mit gemeinsamem
Brennpunkt heilen konfokal.

Analog ergibt sich fiir die Bilder der waagrechten Geraden y = const.=d die Gleichung:

2
u= V_2 - d2
4d
Dies ist die Gleichung einer liegenden, nach rechts offenen Parabel mit Brennpunkt im
Ursprung.
Ay

z-Ebene A y

- X

PN
Y

Bild einer waagrechten Geraden

Das achsenparallele Netz der z-Ebene wird also auf ein Netz konfokaler Parabeln der w-
Ebene abgebildet.
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V4
1
b =t : -
=it
=2
Netz konfokaler Parabeln
Bemerkungen:

e Wegen (—z)2 = 7’ ist die Abbildung nicht bijektiv. Durch die Einschrinkung auf eine
Halbebene wird die Abbildung bijektiv. Illustration mit Maple-Programm:

> with(plots):
conformal(z,z=0-2*1..24+2*I,grid=[6,11], scaling=constrained);

conformal(z/2,z=0-2*1..24+2*],grid=[6,11], scaling=constrained);

N

-2

Die Halbebene wird auf das Parabelnetz abgebildet
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e Dynamische Vorstellung: "Herumbiegen" der rechten Halbebene

w=2z w=2z 3 w=z 3 w=z
,JHerumbiegen" der rechten Halbebene

e Die Bilder der achsenparallelen Geraden der z-Ebene in der w-Ebene heillen Netzlinien
(oft auch Parameterlinien).

e Berechnung der Schnittwinkel zweier Netzlinien:

Reflexion an zwei Parabeln

Wir denken uns einen vom Brennpunkt (Ursprung) ausgehenden Lichtstrahl, der von
je einer Parabel jeder Schar reflektiert wird. Der Reflexionswinkel bei der einen Parabel
sei a, bei der anderen Parabel . Aus der Figur lesen wir ab: B+ B+ o +a=mn und

damit a+ 3= % Nun ist aber or+ 3 der Winkel zwischen den beiden Parabeln; das

Parabelnetz ist somit orthogonal. Die Orthogonalitit ist allerdings im Ursprung ge-
stort.

e Der Ursprung ist eine Singularitdt (Ausnahmestelle) des Netzes.

e Die Bilder der Karos der z-Ebene sind (angenéhert) ebenfalls Quadrate. GAUSS sprach
von einer ,,Abbildung durch kleinste Quadrate*

1.3.7 Exponentialfunktion

w=f(z)=e’
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Wir erhalten die reelle Darstellung:
utiv =" =e¥el = e”(cos(y)+isin(y))

Trennung in Real- und Imagindrteil ergibt:

u=e” cos(y)

v=e"sin(y)
Fiir die Netzlinien erhalten wir aus den senkrechten Geraden x =const.=c:

u=e‘ cos(y)

v =e sin(y)

Dies ist ein Kreis um den Ursprung mit dem Radius €. Fiir ¢ =0 ergibt sich der Ein-
heitskreis. Fiir die waagrechten Geraden y = const.=d ergibt sich
v _ sin(d)

u cos(d)

= tan(d)

also v = utan(d); dies ist ein Strahl vom Ursprung aus mit dem Steigungswinkel d.

Ay Av

|y B/}

Netz der Exponentialabbildung
Maple-Programm:
> with(plots):
conformal(z, z=-2*Pi-Pi*1..2*Pi+Pi*I,grid=[37,19], scaling=constrained);
conformal(exp(z), z=-2*Pi-Pi*1..2*Pi+Pi*1,grid=[37,19], scaling=constrained);

Maple-Programm
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Diagonalen im Netz der Exponentialfunktion?
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Bemerkungen:
e Das Netz ist orthogonal mit einer Singularitdt im Ursprung.

e Wegen ei(y +2m) =el ist die Abbildung nicht bijektiv; z und z+2mi (allgemein: z und
z+2kmi, ke Z) haben dasselbe Bild. Durch Einschrinken der z-Ebene auf einen

waagrechten Streifen der Hohe 21 ergibt sich eine bijektive Abbildung.

1%

Das Bild des Streifens

1.3.8 Die komplexe Kosinus- und Sinusfunktion
Aus der Eulerschen Formel
el = cos(1)+1sin(7)
ergibt sich:
el = cos(z) +isin(z)
e 2 = cos(—z) +1sin(—z) = cos(z) —isin(z)
— —
cos(z) —sin(z)

Durch Addition beziehungsweise Subtraktion erhalten wir:

cos(z) = %(eiZ + e_iz)

sin(z) = %(eiz _e—iZ)

e Damit kénnen wir die Funktionen Kosinus und Sinus im Komplexen definieren.

e Die Formeln habe eine starke Ahnlichkeit mit den hyperbolischen Funktionen, es miis-
sen alle i’s weggelassen werden:

cosh(z) =

sinh(z) = %(eZ —-e* )
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Wir versuchen, den komplexen Kosinus in Real- und Imagindrteil aufzuteilen:
(eiz " e—iz) _ %(el(xﬂy) + e—1(x+1y)]

(elx_y + e_lx+y) = %(e]xe_y + e_lxey)

w:u+iv=cos(z):%

(e_y(cos(x) +isin(x) )+ ey cos(—x) +1isin(— )))

= %(e_y (cos(x) +isin(x ) +e¥(cos(x)—isin(x ))
= cos(x)%(e_y + ey) +isin(x %(e Y _ey)
= cos(x)cosh(y) —isin(x)sinh(y)

Somit erhalten wir:

u =cos(x)cosh(y)
v =—sin(x)sinh(y)

Fiir die Berechung der Netzlinien setzen wir zunédchst y = konst. =d und erhalten:
u = cos(x)cosh(d)
v =—sin(x)sinh(d)
Dies ist die Parameterdarstellung einer Ellipse.
Zwischenbemerkung zur Ellipse: Aus der Kreisdarstellung
u = cos(?)
v =sin(r)

erhalten wir durch Streckung in der u-Richtung mit dem Faktor a und Streckung in der v-
Richtung mit dem Faktor b die Ellipsendarstellung:

u=acos(r)
v =bsin(r)
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<

C\ P u
J |

Kreis und Ellipse
Aus x = konst. =c erhalten wir:
u =cos(c)cosh(y)
v =—sin(c)sinh(y)
Dies ist die Parameterdarstellung einer Hyperbel.
Das Bildnetz besteht also aus Ellipsen und Hyperbeln.
Mit folgendem Programm (Maple) ergibt sich das Bildnetz:
> with(plots):
conformal(z,z=-Pi/2*1..Pi+Pi/2*I,grid=[9,9], scaling=constrained);
conformal(cos(z),z=-Pi/2*1..Pi+Pi/2*1,grid=[9,9], scaling=constrained);

1.5 2
1
0.5
Op 0.5(1|1.,5 p 2.5 3 -2 op 2
-0.5
-1
-1
-1.5 -2

Bildnetz der komplexen Kosinus-Funktion
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Bemerkungen:
Die Punkte (*1,0) sind gemeinsame Brennpunkte aller Ellipsen und Hyperbeln.
Das Netz ist orthogonal und besteht aus kleinen ,,Quadraten®.

Die Funktionen cos(x) und sin(x) sind 27t-periodisch, zudem ist cosh(y) eine gerade und

damit nicht bijektive Funktion. Wir miissen uns in der z-Ebene daher einschrinken auf
einen senkrechten Streifen der Breite .

Der oben verwendete Streifen wird bei der Abbildung ,,auf den Kopf gestellt*.

»Janz weit drauBen® ergibt sich kaum mehr ein Unterschied zum Kreisnetz der Expo-
nentialfunktion.

0po.5111J522.53

Annidherung ans Kreisnetz

1.3.9 Konjugieren
w=f(2)=z; Z=x-iy
Diese Abbildung ist die Spiegelung an der x-Achse.

Ay

N\

OO

Spiegelung an der x-Achse
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2 Differenziation einer komplexen Funktion
2.1 Begriff der Ableitung

2.1.1 Reelle Funktionen

Eine reelle Funktion y = f(x) heiBt differenzierbar an der Stelle x, wenn der Grenz-
wert

)= lim LETAOZSO o A

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

existiert.

Der Nachbarpunkt x + Ax kann dabei links oder rechts von x liegen. Daraus ergibt sich
niherungsweise: Ay = f’(x)Ax. Im lokalen dx,dy-Koordinatensystem mit dem Ursprung

im Punkt (x, f(x)) ergibt sich fiir die Tangente an den Funktionsgraphen die Gleichung
dy = f"(x)dx.

y A dy
dy =f"(x) dx
dx

X

Lokales dx,dy-Koordinatensystem

Die Funktion y = f(x) kann in der Umgebung des Punktes (x, f (x)) durch die lineare
Funktion dy = f’(x)dx approximiert werden.

Ein Problem stellt sich bei einem Funktionsgraphen mit einer ,,Spitze*‘.

y

A

/

- X

Funktionsgraph mit ,,Spitze*

Hier existiert keine durchgehende Tangente. Die Funktion ist an dieser Stelle nicht diffe-
renzierbar; es gibt fiir diese Stelle keine lineare Approximation.
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2.1.2 Ableitung einer komplexen Funktion

Eine komplexe Funktion w = f(z) heilt differenzierbar an der Stelle z, falls der Grenz-
wert

lim fz+A2)—-f(2)
Az—0 Az

unabhdingig von der Art der Anniherung an z existiert. Dieser Grenzwert hei3t dann die
Ableitung an der Stelle 7 .

Mit der Bezeichnung Aw = f(z+ Az) — f(z) ergibt sich:

w'=f"= lim Aw
Az—0 Az
2.2 Beispiele
2.2.1 Quadratfunktion
w=f(z)=2
Es ist
2 2
lim JEHAD—f@) _ o ATz
Az—0 Az Az—0 Az
22+ 2707+ A7% - 72
= lim = lim (2z+Az)=2z
Az—0 Az Az—0

Somit ist f’(z) =2z; es gilt dieselbe Ableitungsregel wie im Reellen.
Bemerkungen:

f7(0)=0. Wir werden sehen, dass das Verschwinden der Ableitung mit der Singularitit
des Netzes in z =0 zusammenhéngt.

Allgemein hat die Funktion w = f(z)=z" die Ableitung f(z)=nz""".
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2.2.2 Konjugieren
w=f(z)=Z

Wir werden sehen, dass die Funktion w = f(z) =z = x —1iy nicht differenzierbar ist. Dazu
bilden wir den Grenzwert lim auf zwei verschiedenen Wegen:

Az—0
O

T |
Zwei verschiedene Wege

Az reell (Anndherung auf einer Parallelen zur x-Achse.) Wegen Az=Ax ist Az=Ax.
Damit erhalten wir fiir den Grenzwert:
im 2= fim 2=y
Az—0 Az Ax—0Ax
Az reinimagindr (Anndherung auf einer Parallelen zur y-Achse.). Wegen Az =1Ay ist
Az =—iAy. Damit erhalten wir fiir den Grenzwert:

—iAy

im 2%~ i -1

Az—0 Az Ay—0 1Ay

Der Grenzwert ist abhéngig von der Art der Annéherung an z; die Funktion w= f(z)=2
ist also nicht differenzierbar.

2.3 Bedingungen fiir Differenzierbarkeit

2.3.1 Die CAucHY-RIEMANNschen Differenzialgleichungen
Fiir das Differential df einer komplexen Funktion f gilt:
df = f'dz= f'(dx+idy)= f'dx+if’dy

Wegen z=x+1y kann f(z) auch als komplexwertige Funktion der rein reellen Variablen
xund y geschrieben werden. Damit ergibt sich fiir das Differential:

df = fydx+ fydy
Durch Vergleich folgt:
=1
ir'=f,

Daraus ergibt sich die CAUCHY-RIEMANNsche Differenzialgleichung:

fy:ifx
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2.3.2 Reelle Darstellung
Aus w= f(z) =u(z) +1v(z) ergibt sich:

fr=u+ivy
fy =uy+ivy
Aus f, =if, folgt:
uy +ivy =i(uy +ivy) =iu, —v,

Der Vergleich von Real- und Imaginirteil liefert die reelle Darstellung der CAUCHY-
RiEMANNschen Differenzialgleichungen:

Bemerkung: Nach unserer Herleitung sind die CAUCHY-RIEMANNschen Differenzialglei-
chungen notwendige Bedingungen fiir Differenzierbarkeit. Man kann aber zeigen, dass sie
auch hinreichende Bedingungen sind.

ouis CAUCHY, 1789 - 1857

Augustin-Louis CAUCHY lived from 1789 to 1857. CAUCHY pioneered the study of analy-
sis, both real and complex, and the theory of permutation groups. He also researched in
convergence and divergence of infinite series, differential equations, determinants, prob-
ability and mathematical physics.

RS

Augustin-L

Bernhard RIEMANN, 1826 - 1866

Bernhard RIEMANN lived from 1826 to 1866 RIEMANN's ideas concerning geometry of
space had a profound effect on the development of modern theoretical physics. He clari-
fied the notion of integral by defining what we now call the Riemann integral.



Hans Walser: Komplexe Funktionen 19

2.3.3 Begriffe und Rechenregeln

Eine differenzierbare Funktion einer komplexen Variablen wird als analytische (oder ho-
lomorphe) Funktion bezeichnet. Es gilt (ohne Beweis fiir die eine Richtung):

w = f(z) analytisch < f, =ify & (u, =vy, und uy, =-v,)

Fiir analytische Funktionen gelten dieselben Differenzierbarkeitsregeln wie fiir reelle
Funktionen:

(f+e)=f'+¢
A =M’
(fe)'=rfg+ fg’

2.3.4 Beispiele

2.3.4.1 Quadratfunktion

w=f@)=2"
Reelle Darstellung:
u=x>- y2
v =2xy

Daraus ergibt sich:
Uy =2x vy, =2x
Uy ==2y vy=2y

Die CAucHY-RIEMANNschen Differenzialgleichungen sind erfiillt; die Funktion ist diffe-
renzierbar.
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2.3.4.2 Exponentialfunktion

w=f(z)=e’
Reelle Darstellung:
u=e" cosy
v=e"siny

Daraus ergibt sich:

_ X X
u,=e cosy Vv, =e cosy

y

_ X . _ X .
Uy =—e"siny v, =e" siny

Die CaucHY-RIEMANNschen Differenzialgleichungen sind erfiillt; die Funktion ist diffe-
renzierbar.

Bemerkung: Wegen f'=f, =u,+iv, =e"(cosy+isiny)=e* folgt (¢*)’ =e*. Es gilt
also dieselbe Ableitungsregel wie im Reellen.

2.3.4.3 Konjugieren

w=f(2)=2
Reelle Darstellung:
u=x
v=-y
Daraus ergibt sich:
uy=1 vy,=-1

uy=0 v, =0

Die erste CAUCHY-RIEMANNsche Differenzialgleichung ist nicht erfiillt; die Funktion ist
nicht differenzierbar.
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2.4 Geometrische Bedeutung der Differenzierbarkeit

Im Reellen bedeutet Differenzierbarkeit dass die Funktion lokal durch eine lineare Funk-
tion ersetzt werden kann:

fx) = f(xp)+ f(xp)(x—x0)= f(x0)x+ f(xg)— f'(x0)xg =mx+gq

m q
y A dy
dy =f"(x0) dx
dx
: X
X0

Die Funktion kann lokal linearisiert werden

Durch Verschieben des Nullpunktes in den Punkt (xq, f(xo)) ergibt sich die lineare
Funktion dy = f"(xq)dx.

Im Komplexen konnen wir analog verfahren. Aus
f’(zo) = lim f(Z) - f(ZO)
Z—2 =320
ergibt sich:
fzo)(z=2z0) = f(2)— f(20)
Daraus folgt:

f@) = f(zo)+ f(zo)z—20) = f'(z0)z+ f(z0)— f'(z0)z0 =az+b
a b

Also ist f(z) =az+b. Nun ist aber die lineare Funktion w=az+b geometrisch eine
Drehstreckung. Daraus folgt:

Eine analytische Funktion mit f’(zq) #0 ist lokal eine Drehstreckung mit dem Stre-
ckungsfaktor | f(zo )| und dem Drehwinkel ¢ = arg( f"(zg)).
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X

Lokale Drehstreckung

Wegen der lokalen Ahnlichkeit bleiben Winkel erhalten; eine analytische Funktion ist also
eine winkeltreue (konforme) Abbildung. Da keine Spiegelung auftritt, haben wir sogar eine
gleichsinnige Konformitét.

Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung; eine gleichsinnig konforme Abbildung ist dif-
ferenzierbar. Fiir den Beweis der Umkehrung gehen wir von einer Funktion w = f(z)
oder reell u(x,y),v(x,y) aus, die eine gleichsinnig konforme Abbildung beschreiben soll.

y‘ dr

Yo

dt

X
[ M

Infinitesimal kleines Quadrat

Ein infinitesimal kleines "Héauschen" (achsenparalleles Quadrat der Seitenldnge df) wird
auf ein Viereck abgebildet, das wegen der Konformitét wieder vier rechte Winkel hat, also
ein Rechteck ist. Da aber auch der orthogonale Schnittwinkel der Diagonalen erhalten
bleibt, ist das Bildviereck sogar ein Quadrat.

y
yo+ dt A AV
' v d_‘:}Z —_—

Yo — dw,

dz,

]' - x »u
xo xo+dt ]

|

o
2
N

Bildviereck eine Quadrat

oo | dx ~ | du o
Mit dz = und dw = ergibt sich wegen
dy dv
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du = uydx + uydy
dv=v,dx+v,dy

die Beziehung:

. - dr ~ 0 . R Uy
In unserem Fall ist dz; = 0 und dzp = dar und somit dwy = dt und

Vx

.
dw, :|: Y. Infolge der Konformitit ist aber dw, der um +g gedrehte Vektor dwy,
1%
Y

- —Vx
also dw, =

} dr . Deshalb folgt durch Vergleich
M.X

u und v

y =y y = Uy.

Die Abbildung erfiillt also die CAucHY-RIEMANNschen Differenzialgleichungen und ist
damit differenzierbar.

2.5 Zusammenfassung

CAUCHY- .
_ Gleichsinnig
Analytische RIEMANNSsche
) ) ) ) = konforme
Funktion Differentialgleichungen ]
_ 3 Abbildung
sind erfiillt
Bemerkungen

e Das Netz einer analytischen Funktion ist wegen der Konformitit immer orthogonal.
e (GAuss nannte konforme Abbildungen auch ,,Abbildungen durch kleinste Quadrate*.

e Konforme Abbildungen gestatten, aus einer winkeltreuen Karte (die als z-Ebene inter-
pretiert wird) eine zweite, ebenfalls winkeltreue Karte (w-Ebene) herzustellen.
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