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Themen:  
Funktionsuntersuchungen, Extrema mit und 

ohne Nebenbedingungen 
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Aufgabe A1: 

Gegeben ist die Funktion 02, 22222 yxyxyxF  in impliziter Form. 
 

a) Bestimmen Sie die Tangentensteigung im Kurvenpunkt yxP / . 

b) Zeigen Sie, dass die Kurve im Punkt 2
1

2
1

1 /3P  eine waagrechte Tangente besitzt. 
 

Lösungen: 
Wir berechnen die Ableitungen: 

xxyxxxyxFx 4442222 2322  und yyxyFy 444 23  

(analoge Vorgehensweise bei der rechten partiellen Ableitung). 

a) Im Falle eines beliebigen Kurvenpunkts gilt dann (solange der Nenner nicht Null wird) 

1
1

444
444

22

22

23

23

23

23

xyy
yxx

yyxy
xxyx

yyxy
xxyx

F
F

dx
dyy

y

x . 

b) Setzen wir den Punkt ein, so erhalten wir im Zähler 0 , nicht im Nenner, und daher 

auch 01Py . 
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Aufgabe A2: 
Bestimmen Sie die Extremwerte der Funktion yxz  unter der Nebenbedingung 

122 yx . 
 

Lösung: 

Wir wenden die Lagrangeschen Multiplikatoren an. Es ist yxyx ,:122  die Neben-

bedingung. Damit ergibt sich die Hilfsfunktion 
 

1,, 22 yxyxyxF . 
 

Von dieser bilden wir die drei offensichtlichen partiellen Ableitungen: 
 

021 xFx , 021 yFy  und 0122 yxF . 
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Aus den beiden ersten Gleichungen folgt durch Umformen, dass 
 

x2
1

 und 
y2

1
, 

 

womit wir 2
1yx  erhalten. Setzen wir das in die dritte Gleichung ein, so ergibt sich 

 

2
2

4
1 012 2 . 

 

Damit haben wir 2
2yx  als Kandidaten und durch Einsetzen in yxz  erkennen wir 

für Minus ein Minimum und für Plus ein Maximum (Ablesen der Funktionswerte). 
 

Aufgabe A3: 
Bestimmen Sie die relativen Extremwerte der folgenden Funktionen. 
 

a) 112343 2232 xyxxyz  

b) yxxyz 1127  

c) 1332 33 yxyxz  
 

Lösungen: 
Ergebnisse: Die Rechnungen basieren auf dem in der Vorlesung gezeigten Schema (Tag 03 

– Seiten 22 und 23): 

a) Kandidaten bei 0/2,0/0,2/1,2/1 : Davon sind die ersten beiden keine 

Extremwerte, die dritte Stelle ein Maximum und die letzte ein Minimum. 

b) An der Stelle 3/3  liegt ein Maximum vor. 

c) An der Stelle 0/0  liegt kein Extremwert vor, an der Stelle 38,0/44,0  existiert ein 

Minimum. 

Rechnungen: 

a) 112343 2232 xyxxyz  

Erste Ableitungen: 

 024123 22 xxyz x  

 066 yxyz y  

LÖSUNGEN FINDEN (SCHRITT 1): Aus 01666 xyyxyz y  folgen 

1) 0y  und x  beliebig, 

2) 1x  und y  beliebig. 

Diese beiden 
Gleichungen müssen 

gleichzeitig erfüllt sein! 
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Um die noch nicht bestimmbaren Variablen (beliebig) auf einen Wert festnageln zu 

können, setzen wir in die noch verbleibende Gleichung ein: 

1) 0y : 021202412 2 xxxx , also 0x  oder 2x . 

 Wir haben die Kandidaten 0/01P  und 0/22P  gefunden. 

2) 1x : 4012324123 222 yyy , also 22/1y . 

 Wir haben die Kandidaten 2/13P  und 2/14P  gefunden. 

PUNKTE ÜBERPRÜFEN (SCHRITT 2): 
Zweite Ableitungen: 

 2424xz xx  

 66xz yy  

 yzz yxxy 6  

Damit bilden wir die Hesse-Matrix 
yyyx

xyxx

zz
zz

 und berechnen ihre Determinante für 

jeden der vier Punkte: 

0/01P : 0144
60

024
.  Da 024xxz  liegt ein Maximum vor. 

0/22P : 0144
60
024

.   Da 024xxz  liegt ein Minimum vor. 

2/13P : 0144
012
120

.  Kein Extremwert 

2/14P : 0144
012

120
.  Kein Extremwert 

 

b) yxxyz 1127  

Erste Ableitungen: 

 02
27
xx yz  

 02
27
yy xz  

LÖSUNGEN FINDEN (SCHRITT 1): Aus 02
27
xx yz  folgt 

2

27
x

y  . 

Setzen wir nun in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich 

Diese beiden 
Gleichungen müssen 

gleichzeitig erfüllt sein! 

0 

Potentielle 
Extremstellen 
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0
27

10
27

27

3

3

0

4

227
2

x

xx

xxxxx , also 01x  und 32x . 

 Potentielle Extremstelle: 3/3P  

 

PUNKTE ÜBERPRÜFEN (SCHRITT 2): 
Zweite Ableitungen: 

 3
54
xxxz  

 3
54
yyyz  

 1yxxy zz  

Damit bilden wir die Hesse-Matrix 
yyyx

xyxx

zz
zz

 und berechnen ihre Determinante für 

den gefundenen Punkt: 

3/3P : 0314
21

12
.  Da 02xxz  liegt ein Maximum vor. 

 

c) 1332 33 yxyxz  

Erste Ableitungen: 

 036 2 yxz x  

 093 2yyz y  

LÖSUNGEN FINDEN (SCHRITT 1): Aus 036 2 yxz x  folgt 

22xy  . 

Setzen wir nun in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich 

012130363293

3
12
1

2

0

422

xx

xxxxxx , also 01x  und 3
12
1

2x . 

 Potentielle Extremstellen: 0/01P        und 3
144

13
12
1

2 2/P  

 

PUNKTE ÜBERPRÜFEN (SCHRITT 2): 
Zweite Ableitungen: 

 xz xx 12  

Fällt wegen 0 raus! 

y23
27  

Diese beiden 
Gleichungen müssen 

gleichzeitig erfüllt sein! 

y202  y
2

3
12
12  
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 yz yy 18  

 3yxxy zz  

Damit bilden wir die Hesse-Matrix 
yyyx

xyxx

zz
zz

 und berechnen ihre Determinante für 

die beiden gefundenen Punkte: 

0/01P : 09
03
30

.  Kein Extrempunkt 

3
144

13
12
1

2 2/P : 02793612
363

312
12
1

3
144

1

3
12
1

. 

     Da 012 3
12
1

xxz  liegt ein Minimum vor. 
 

Aufgabe A4: 

Welcher Punkt auf der Ebene 1432 zyx  hat vom Koordinatenursprung den kleinsten 

Abstand? Bestimmen Sie den Punkt zur Kontrolle auch mit Hilfe der aus der Analytischen 

Geometrie bekannten Techniken. 
 

Lösung: 
Alte Variante: 

In der Analytischen Geometrie bestimmen wir einen Normalenvektor (z.B. T132 ) der 

Ebene, stellen damit eine Hilfsgerade durch den Ursprung ( Ttxg 132: ) auf und 

berechnen deren Durchstoßpunkt durch die Ebene (Einsetzen ergibt 1t  und daher den 

Punkt 1/3/2D ). Damit haben wir den gesuchten Punkt gefunden. 

Neue Variante: 

Im hier vorliegenden Fall stellen wir die Abstandsfunktion 222,, zyxzyxd  unter 

der Nebenbedingung 01432 zyx  auf. Damit erhalten wir die Hilfsfunktion 
 

1432,,, 222 zyxzyxzyxF . 
 

Die partiellen Ableitungen sind 
 

02
222 zyx

xFx , 03
222 zyx

yFy , 0
222 zyx

zFz  

und 01432 zyxF . 

12
13 3

12
13

12
1

3
12

13
12
13

144
13

12
1

3

2
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Aus diesem Gleichungssystem folgt (Rechnungen: Mit Gleichungen 1 bis 3 – Gleichung 3 

nach  aufgelöst und dann in die Gleichungen 1 und 2 eingesetzt), dass zx 2  und zy 3  

ist und mit der Nebenbedingung erhalten wir 2x , 3y  und 1z . 
 

Aufgabe A5: 

Gegeben seien zwei Exponentialfunktionen axey1  und bxey2  mit 0,ba . Bestimmen 

Sie a  und b  so, dass sich die Kurven rechtwinklig schneiden und der Flächeninhalt, den sie 

mit der x -Achse einschließen, möglichst klein wird. 
 

Lösung: 
Alte Variante: 

Hier wollen wir den Flächeninhalt, den die beiden Funktionen mit der x -Achse einschließen 

maximieren. 
 

 
ba

e
b

e
a

dxedxeA bxaxbxax 1111

0

0

0

0

),  

 unter der Nebenbedingung, dass 100 21 yy , d.h. 1ab .  
 

Hieraus sehen wir sofort, dass 
b

a 1
, also 

b
bbA 1

 maximiert werden muss. Es ist 

011 2b
bA  und damit (weil 0b ) folgt 1ab . Der minimale Flächeninhalt ist dann 

2minA  (Einsetzen in die Formel aus Punkt 1). 

Neue Variante: 

Wir übernehmen aus der Lösung „Alte Variante“ die Formel 
 

ba
baA 11, . 

 

Diese Funktion gilt es nun unter der Nebenbedingung 1ab  zu minimieren (haben wir auch 

aus „Alte Variante“ übernommen). Wir bereiten Lagrange vor: 
 

ba
baA 11,  und 1, abba  

111,, ab
ba

baF  

 

Diese Hilfsfunktion verarbeiten wir nach dem Schema im Skript mit Hilfe der möglichen 

Ableitungen weiter. 

Hilfsfunktion 
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Ableitungen: 

02
1 bF
aa   2

1
a

b  

02
1 aF
bb   2

1
b

a  

01abF  

 1012 abb  und da 0,ba folgt 1ba . 

Die Funktionen haben damit die Funktionsgleichungen xey1  und xey2  und wir er-

halten die Fläche 2minA . 
 

Aufgabe A6: 

Wie muss der Öffnungswinkel  eines kegelförmigen Trichters mit dem Volumen 10V cm³ 

gewählt werden, wenn bei konstanter Dicke des verwendeten homogenen Blechs, der 

Materialverbrauch möglichst gering ausfallen soll. 
 

Lösungen: 
Lösung mit Lagrange: 

 

 

Es gilt rsM . 

Wir setzen 2  und erhalten sinsin r
s
r s . 

ZU MINIMIERENDE FUNKTION: ,:
sin

2

rMrM  

 
ZUR NEBENBEDINGUNG: Die Nebenbedingung ist über das konstante Volumen gegeben, d.h. 

hrV 2
3
1 , wobei wir hier tantan r

h
r h . Für Lagrange haben wir somit 

 

,
tan

1, 3
3
1 rVrr . 

 

Damit können wir die Hilfsfunktion aufstellen:  
 

VrrVrrrF
sin3
cos

sintan3sin
,,

3232

 

 
 
Nun bilden wir die benötigten Ableitungen. 

Division 

ba
a
b

a
b

2

2

 

Einsetzen 

Hilfsfunktion 

Besser zum Ableiten! 
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Ableitungen: 

0
tansin

2 2rrFr  

0
sin

1
3sin

cos
sin

cossin
3sin

cos
2

3

2

2

2

223

2

2

QR

rrrrF  

 
rr

rrr cos3cos30
sin
cos3

3

2

2

32

 

0
sin3
cos3

VrF  

 

Weitere Rechnungen zu (*): sin0
tan

cos3
sin
2 2r

r
r

 

 
 

   
3
2cos0cos32 2

:
2

r
rr  

Hiermit erhalten wir 53,70226,35 . Durch Einsetzen in die dritte Gleichung 

ergibt sich mit Hilfe des bekannten Volumens den Radius 89,1r cm. 
 

Aufgabe A7: 

Einer Kugel K  mit dem gegebenen Radius Kr  werde ein Zylinder einbeschrieben (siehe 

Figur 1). Wie sind die Höhe Zh  und der Radius Zr  des Zylinders in Abhängigkeit von Kr  zu 

wählen, damit die Mantelfläche des Zylinders maximal wird? 
 

 
Figur 1: Kugel mit einbeschriebenem Zylinder. 

 

Lösung: 
Alte Variante: 

Da sowohl der Zylinder, als auch die Kugel rotationssymmetrisch sind, können wir uns eine 

zweidimensionale Skizze anfertigen, die alle notwendigen Informationen enthält (siehe Figur 

2). 

Einsetzen 

(*) 

tan =  
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Figur 2: Zylinder und Kugel von der Seite betrachtet. 

 

Die Mantelfläche des Zylinders berechnet sich zu 
 

heMantelfläc

2 ZZZ hrM . 

 

Momentan haben wir noch zwei Unbekannte in dieser Gleichung. Das wollen wir nun ändern. 

Mit Hilfe von Figur 2 können wir sehen, dass 
 

2222
2

2

4
1

2 ZKZK
Z

Z hrrrhr . 

 

Durch die gegebenen Bedingungen gilt, dass KZ rh 20 . Des Weiteren ist 0Kr . Wir 

setzen nun ein und erhalten 

ZZKZZ hhrhM 22

4
12 . 

 

Diese Funktion leiten wir ab und setzen die Ableitung gleich 0 . 
 

.0

4
12

4
12

2
1

4
12

2
4
12'

22

2
22

22

22

ZK

Z
ZK

Z

ZK

Z
ZKZZ

hr

hhr

h
hr

hhrhM

 

 

Wir dividieren anschließend durch  und multiplizieren mit dem Wurzelterm durch. Damit 

ergibt sich 
 

2222
2

22 2020
24

12 ZKZK
Z

ZK hrhrhhr . 
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Indem wir die Wurzel ziehen, erhalten wir KZ rh 2 . Mit der zweiten Ableitung, welche da 

ist 

322

22

4

62
''

ZK

KZZ
ZZ

hr

rhhhM , 

sehen wir, dass wegen 

042'' KKZ rrM  
 

wirklich ein Maximum vorliegt. Da die Randwerte 01,RZh  und KRZ rh 22,  beide die 

Mantelfläche 0  liefern, liegt wirklich das gesuchte, globale Maximum vor. Es sind also 
 

KZ rh 2  und KKKZ rrrr
2
22

4
1 22 . 

Neue Variante: 

Nach der „Alten Variante“ wissen wir (mit xrZ :  und yhZ : ), dass 
 

xyyxM 2,  mit 0, yx . 
 

Die Nebenbedingung lautet 0, 2
4

22
4

2 22

rxyxrx yy . Wir bilden damit die 

Hilfsfunktion: 
2

4
2 2

2,, rxxyyxF y  
 

 

Ableitungen: 

022 xyFx     xy 22  

02 2
1 yxFy     yx 2

12  

022
4
12 ryxF  

 

Rechnung hierzu: 
2

2
1222

4
12 04 rxrxx  

 

und da 0x  ist rx r
2
2

2
 (Radius) und daher ry 2  (Höhe). Diese Ergebnisse ha-

ben wir natürlich auch in der „Alten Variante“ erhalten. 

konstant (= ) 

Hilfsfunktion 

Division 

22 44 xy
y
x

x
y  

Einsetzen 


